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THEOREME: THEOREME DE BAIRE

Soit E un espace métrique complet. Les deux assertions suivantes sont vraies :
1) Soit (Uyn)nen une suite d’ouvert denses de E, alors :

u;:(]un
neN

est encore dense dans E.
2) Soit (Fn)nen une suite de fermés d’intérieur vide de E, alors :

Fi=J Fu
neN

est encore d’intérieur vide.

Démonstration

1) Soit (Up)n>i une famille d’ouverts denses de 1’espace métrique complet (E,dist).
Pour montrer que U est dense dans E, il nous suffit de montrer que tout ouvert non
vide de E intersecte U.

Pour cela, soit O un ouvert de E et prenons un xg € E et 0 < 19 < 1 tels que la boule
ouverte B(xg,79) C O, par densité de U;, on peut trouver x; € U; N B(xg,7Tp). On peut
méme trouver un 0 < 11 < % tel que la boule fermée B(x;, 1) C U; N B(xg,19) € U; N Us,.
On répéte ce processus et on construit ainsi une suite de x, € U,, et de 0 < 1, < 2%

vérifiant :

n+1

§(Xn—o—l,rn—o—l) C un—H N B(Xn, Tn) C (ﬂ un) N O (T)
n=1

Maintenant, on voit que pour N € N et p,q > N on a :

. . . 2
dist(xp,xq) < dist(xp,xn) + dist(xq, xn) < N

Ce qui montre que la suite (X,) est de Cauchy, donc converge dans E par complétude.
Notons X sa limite, comme pour tout M > N on a :

Xn € E(XN, ™)
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La limite X appartient a E(XN,rN), puis, avec (f) on a que x € U N O, ce qui termine
la preuve.

2) Soit (F.) une suite de fermés d’intérieur vide de E. Pour tout n € N on pose :
On =t \ FTU

de sorte que les O, constituent une famille d’ouvert. De plus, pour tout N on a :

O, =E\F,=E\int(F,) =E.

Donc (O, ) est une suite d’ouverts denses de E, on applique 1) et on trouve que :

O:=)On

nenN

est un ouvert dense dans E, donc (O) =E. oOr,

O=()E\Fu=E\ [JFu=E\int(|JFn)

neN neN neN

Donc, int({J,cyFn) = 2.

THEOREME: THEOREME DE BANACH-STEINHAUS
Soit E et F deux espaces de Banach. Soit (T;) une famille d’application linéaire
continues de E vers F. Si les T; vérifient, pour tout x € E :

sup || T (x)[[ < oo.
i€l

Alors :

sup || Til| (g ) < 00
iel

Démonstration

Supposons que pour tout X € E et pour tout i €I on ait :
sup || Ti(x) ]| < oo.
i€l

Posons alors 1l’ensemble :

Api={x€E: Viel:|Tx)|>n}=Jixe€E:|T(x)] >n}
i€l
Les T; sont continue?, et on a : A, = [Jjoy Ty
comme sup;¢; || Ti(x)||f < c0. on a :

(In;+oo[), donc A, est un ouvert. Enfin,

qui n’est alors pas dense dans E. Par la contraposée du théoréme de Baire, il existe
un A, qui ne soit pas dense dans E. On peut alors trouver X9 € E et 19 > 0 tels que,
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pour un certain n :
B(X(),T()) N An =J.

Enfin, pour tout x € B(0,7y) on a :
ITLOMle = 1T (x + x0) — Tilxo) [[¢ < [ITilx + x0) [ + I Tilxo) [l < 2k
Pour rappel, la norme opérateur est définie comme :

HTiH_Sf(E,F): sup [ Te(x)| -

lIxllg=1
Donc, pour X de norme 1 on a :

2 To 4k
= — L — < —.
Tl = 2 [0, <

Et donc, |Tilly ) < 00, ceci étant vrai pour tout i, on a bien :

sup || Til| (g ) < 00
iel

a. et la norme !
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